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閾値モデルによる教育達成の分析
近 藤 博 之
【要 旨】
本稿では、自然な順序 をもつカテゴリー変数を閾値(幡hold)概念を用いて分析する:方法について提
案 している。それは、対象者に何らかの一元的な潜在量を仮定 し、その特徴 を複数の分割点で区切った
後にカテゴリーとして束ねた ものが現実の度数分布に対応するとみなすものである。ここでは、そうし
た理解にもっとも相応 しい状況 として出身階層 と教育達成のクロス表 をとりあげ、イギ リスを事例に具
体的な分析法を説明 している。出身背景 によらず共通の分割点が適用 されるとい う点に注目すれば、メ
リ トクラシーの制度的な実践 を評価する用具として、この閾値モデルを用いることがで きる。 さらに、
同 じ枠組みのなかで教育達成の趨勢や男女差を検討する方法についても提案 を試みた。
1.はじめ に
カテゴリー変数の背後には直接 には観察できないある連続量が存在 し、それにもとつく一定の
応答過程を経て所与の分類結果が得 られていると考えてみよう。教育達成のようにカテゴリーが
自然 な順序 をなしているときは、この観点から各々のカテゴリーの間に閾値(血eshold)を想定
したモデルが もっともらしい理解 を与えてくれるだろう。心理学の世界では、テス ト理論や態度
測定の領域を中心にそうした発想が古 くから展開されてきたが1)、社会研究のなかでこのアイデ
ィアが実際に適用された例は少ない。
数少ない分析例の一つとしてM(℃㎜(1977)がある。彼は、世代間職業移動の文脈で職業技能
の潜在的な優位度を出身階層ごとにベータ分布を用いて表わ し、その分布を共通の分割点で区切
ったものが現実の移動表に合致することを示 している。世襲概念 を否定 しようとしたMcCamの
意図はともか くとして、機会配分の問題に潜在構造のアイディアを持ち込み実際に計測 してみせ
たことは先駆的な試みとして評価することができる。もう一つの例として、H誼sey,He叙h,&Ridge
(1980)は、中等教育段階の選抜が1.Q.を基準にメリ トクラティックになされていると仮定 し、
そこから期待される分布と実際の進学結果 とを突き合せて進学先を区分する閾値に出身階層によ
るバイアスが働いていることを間接的に示 している。研究例は少ないものの、こうした発想はわ
れわれにも馴染みやすいもの といえる2)。
以下では、かな り早い時期に提案されなが ら杜会研究においてはほとんど顧みられることのな
かったカテゴリー変数の一分析技法をとりあげ、教育達成状況を検討するための用具 として改め
て定式化 してみる。
2.基本的な定式
まず、出身階層×教育達成のクロス表を考えてみよう。McC㎜にならって、教育達成に関す
る優位度xが 連続量として潜在 し、その分布を複数の分割点で区切ることによって各 カテゴリー
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への到達確率が定まるものとする。xは 、各人の能力や意思、家庭の経済的あるいは文化的な背
景、地域や学校の教育的環境、具体的な教育政策などさまざまなものに関連す るとみなせるが、
ここではその中身を一切問わないことにする。ただ単に、綜合的な指標 として教育達成に関する
優位度が存在 し、母集団において連続 した分布をなしていると仮定する。 したがって、結果の解
釈においてそれを1.Q.やその他の具体的な要因に結びつけてはならないことを初めに断ってお
く。そうした関連はまた別の文脈で検討されなければならない。
B㏄k(1975)は、この到達確率の累積分布をロジスティック曲線で表現 し、そこでの関係をク
ロス表から検討する方法について説明している。以下、それを参考にして定式化 してみよう。い
ま、R/k(ノ=1,2,…,n:k=1,2,…,m)を出身階層ごとにみた教育カテゴリーkま での累積確率
とすると、それは側 立度分布の中心をμノ、教育カテゴリーを分割する閾値を τ比 して、つぎの
ように表わすことができる。
1
R/k=Pr(xノ<τk);1+
exp[一 ・ ノ(・ ・一 μ ノ)] (1>
α ゴはロジスティック分布のバラツキに対応 しており、心理学者がテス ト項目の識別力を問題
にするときに注目するパラメータである。Bockは、 α ノ=1としたモデルのみを説明しているが、
出身階層による優位度分布の疎密にも関心がもたれるので、ここでは α ゴ≠1の場合もモデルに
含めてお くことにする。いずれにしても、所与の連続 した分布に対して共通の閾値が当てはめ ら
れると想定するところにこのモデルの特徴がある。xを メリット(=能力+努 力)と等値 しなけ
ればこれをメリトクラシーと呼んでも差 し支えないが、やはり語弊があるのでとりあえず 「閾値
モデル」 と呼んでおくことにする。ただし、ただ単に閾値が物を言うというだけでなく、どの出
身階層にも共通の閾値が当てはめられているという点に注意 していただきたい(メ リトクラシー
の用語が関係の形式的な側面を指す言葉 として通用しているならば、やはりそちらの方が相応 し
いだろう)。
このモデルでは、閾値 τkを境 としたときの出身階層sと 亡の対数オッズ比が(2)のように表わ
される。 α ゴ≠1の ときは解釈が複雑 となるが、 α ゴ=1のときは、どの閾値 を用いるかに関
係なくつねに一定の値μ5一,αεとなることが分かる。したがって、優位度分布の平均が変わらな
ければ、定員の増減(閾 値の変化)が あったとしてもオッズ比で捉えられたときの階層間格差は
一定に保たれる。現実に、定員構造が拡大 しても階層間のオッズ比が変わらないというのはよく
見られることなので、この性質は教育達成の趨勢を解釈する上で有用となる。
(1-Rsk)/R、k
ln
(1-Rの/R,k
一(・ 一 ・ ・)・ ・+(・ ・μ ・一 ・ ・μ ・) (2)
つぎに、現実のデータか らパラメータを推定する方法について説明する。これには最尤推定法
が利用 される。しかし、このままの形ではパラメータの値を一意に推定することはできない。な
ぜなら、任意の定数a(>0)と わを用いて指数部をつぎのように変形することができるからで
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あ る 。
・xp卜 ・・(τ左一μ ノ)]一・xpF… 〔≒ 〕'壱b〕]
一exp[一 α ㍉ 〔 τ*・ 一 μ*ノ 〕] (3)
明らかに、閾値 τkの値 を調整すればどんな値 も許容される。そこで、これらを一意に推定する
ために、Hα ノ=1、Σμ ノ=0の制約を施すことにする。確率モデルとして多項分布を採用
すれば尤度の対数は次式で与えられる。また、Rノ・=0、R加=1とする。
1、五 一定 数+蝿 働1,(Rノ 、一Rノ.、の
ノk
(4)
ここで、各 々の分布 の中心 μ ノを何 らかの効果パ ラ メー タθ1の線形結合 で構成 し、それ をパ
ラメータの組合 わせ を規定するデザ イン行列Kを 用 いて、 μ(。xη=K:`nXDθθxηと表わす こ と
にすれば、式(4)を各々のパ ラメー タで偏微分 した尤度 方程式 はつ ぎのように書 くことがで きる。
ただ し、Kノ は行 列Kに お ける ノ行 の要素 をベ ク トル で表 現 した もの、Q/k=1-R∫k、
Pゴk=Rゴk-Rゐk-1であ る。
lln乏 ㌻ 〔11ゴkI1ノ,k+1P/kPノ,k,1〕R・・Q一 一 ・ (5>
llnL一 一≠ 鈴 御R・ ・Q・・一R… 一1Q脚)・ ・K・一 ・
(6)
謡 尋 〔多笠[R・ ・Q・・(・ ・一K1θ)一R・,・ 一1Q・,・一1(・・一1-K湖 〕
尋 〔多謡1[R・ ・Q・・(・r虹 θ)一R・ …1Q… 一1(・一Kガ θ)]〕
=0 (7)
これをもとに、2階微分 を用いたニュー トン法またはその他の数値計算法によってパラメータの
推定を行 うことがで きる。詳 しい計算方法は省略するが、収束判定の許容限界を10・5とした場合、
α ゴ=1では5～10回程度の繰 り返 し計算が必要となる。他方、 α ノ≠1の場合はパラメータが
互いに影響 し合うので推定が不安定となるが、求める頂点に近い初期値 をうまく選べば数蓋0回の
繰 り返 し計算で収束するようだ3)(ただし大域的な収束性は保障されない)。モデルの自由度は、
前者の場合が(η一1)(m-2)、後者の場合が(η一1)(m-3)となる。よって、教育のカテゴリーが3
または4以上であればこの方法を用いた出身階層間の比較が可能となる。
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3.具体的な分析例
例 として、 イギ リスの 中等教育進学 を取 りあげてみ よう(Ha]seyetal.1981:53)。表 が それで
あるが、教 育 カテ ゴリーは右へ行 くほど威信 が高 くなる ように構i成されてい る。H撮seyらは、別
の調査 か ら得 られた 出身階層 ごとの 工.Q値の平均 と分散 を利用 し、それを前提 に してメ リ トク
ラティックな選抜が行われた と仮定 した ときの結果 と実際の観察結果 とを比較 してい る。 しか し、
ここでの閾値モ デル を用いれば、その ような間接的 な方法 をとらな くとも、メリ トクラシーの実
践 を吟味す ることが できる。
表1出 身階層と中等学校のタイプ
IH皿IVV・ ～圧
サー ビス階級3011099437666126
中間階級1490319814844451
労働者階級3411509224952112
注)対 象 者の年齢 によって細 かな区分は異 なるが 、基本的には、VIが校 長会議
所属 のパブ リック ・ス クール、Wが それ以外 の私 立校 、Vが 直接助成校 、皿
がそれ以外の グラマー ・スクール、Hが テ クニカル ・ス クール、1が モダン ・
スクールお よび コンプリヘ ンシブ ・ス クー ルとなっている。
出所)Ha鵬yetaL(1980)♂rables4,5より、実 数を求めた。
次頁の表2が 、このクロス表に閾値モデルを当てはめたときの結果である。まず、Mlはα∫=
1とした場合、M2はα ノ≠1と した場合を比較 したものである。前者は、明らかにデータとの
適合度が悪い。不適合度の大 きさからして、この結果 を単純にサンプル数に帰せ しめることはで
きないだろう。等分散の仮定を取 りはずした後者の場合は、当てはまりがいくらかよくなるもの
の、まだ満足で きる結果 とはなっていない。 したがって、閾値その ものが出身階層によって異な
るとするHalseyらの主張が、まずはもっともなものとして受け入れられる。
しかし、以前から早期選抜の厳 しいことが知 られ、メリトクラシーの用語が生みだされたイギ
リスにおいて、中等教育進学がメリトクラティックでないというのはどう解釈 したらよいのだろ
うか。Halseyらは、イギリス社会のもう一つのイメージである階級が選抜基準を偏 らせていると
いう方向でこれを解釈 しようとしているが、ここではそれとは反対の方向で検討 してみる。
閾値モデルの性質を考えれば、教育カテゴリーの分類を粗くしても全体の結果にそれほど大き
な影響を与えることはない と予想される4)。そこで、不適合の著 しい教育カテゴリーをそれに隣
接するカテゴリーに合併 して再検討することが考えられる。この方針から、HとIHを合併 してみ
たのがM3(α1=1)とM4(αノ≠1)で ある。同じくM5(αノ=1)とM6(αノ≠1)は 皿と
IVを合併 してみたものである。こうすると適合度は大幅に改善 される。期待度数 と観察度数を一
致させるのに移動が必要 となる人数を指標化 したDに よっても、M6がきわめてもっともらしい
モデルであることが分かる。つまり、カテゴリー皿とIVの非有名進学校を公私の別なく一括 した
ことがモデルの適合度を高めたわけである。このぶうに、曖昧なカテゴリーを解消 して量的な区
別の度合いを強めてやれば閾値モデルの適合度は格段 に改善される。
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パラメータの推定値も表に示 しておこう。ここで注目されるのは、上位2つ の学校 タイプすな
わち名の通ったパブリック ・スクールとグラマー ・スクールの敷居(τ3と τ4)が非常に高い
ことである。また、分布の位置に関する情朝,αノとα ノからは、サービス階級(専 門職、管理職、
経営者などから構成される)が優位度分布において圧倒的に上位に位置 しそいること、それに対
して労働者階級はかなり下方に位置 し、しかもそこでの分散が有意に小 さいことなどが分かる。
しかし、分布の形状が与えられれば選抜は共通の基準を用いてなされていると解釈することは可
能であ り、依然としてメリトクラシーの観念 と矛盾しないのである。5つ の教育カテゴリーに合
わせて優位度を分割 した様子は図1に 示す通 りである。
表2閾 値モデルの適合度とパラメータの推定値
モデル Z2df D M6におけるパラメータの推定値(標準誤差)
Ml 193.67玉(8)0.034 τ1=α065(ρ27)μ1=1zη(⑱
M2 166.344(6)α020
丁
τ2=0.677(ρ18) μ ・=α380(偽)
M3 60.193(6)0.018 τ』3=3ρ39(.067)μ3;α847
M4 25908(4)0.Ol3 τ4ニ3.687(.103)α1=0.822(.024)
M5 73衡4(6) 0.023 α2=0.948(.025)
M6 3.057(4)α0(耳 α3=L283
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図1教 育カテゴリーの閾値 と各階級の累積確率
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4.集団間の比較
教育達成の分析において閾値モデルが とくに興味深いのは、「教育機会の定員構造が変わった
だけで階層間の機会格差は変化していない」あるいは 「女子は男子 と同じ能力を持ちながら不当
に差別されている」 といった類の仮説を、「定員構造のみが変わった」「男女の優位度分布は等 し
い」 という文字通 りの意味において具体的に検討することができるところにある。そこで、つぎ
に複数の集団について階層間の教育達成状況を比較する場面を想定し、これらの仮説を検討する
方法について説明 しよう。可能な状況はつぎの4つである。
同じ閾値構造 異なる閾値構造
羅 織 。(ll§1)
S1とS3の場合は、同じ閾値が当てはまるので τkの構成はそのままとし、分布構造が同じで 、
あること、またはそれが異 なっていることをμ を構成するパラメータ構造に反映させてやれば
よい。たとえば、3つ の出身階層からなる2つの集団σロとθyを比較する場合、それはつぎのよ
うになる。
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θ1とθ,は出身階層の効果を、S3におけるθ3は集団の全体的な違いを、 θ、とθ,はそれらの相
互作用効果を表わしている。相互作用効果が無視で きるなら、集団の違いは優位度の位置を全体
的に平行移動 させただけの違いであり、さらにそれも無視できるなら、その関係はSlと同じに
なる。この要領で、仮説に見合 うパラメータの設定を効果コーディングあるいは対比コーディン
グを用いて行うことができる。
他方、S2はμ を一定にしておいて閾値パ ラメータを上下に変化させた場合 に対応 している。
その状況は、集団を区別した3重 クロス表において(8)のモデルが当てはまるかどうかを確かめる
ことから検討することができる。パラメータを推定する際の情報が増えるだけで、推定の手続き
はこれまでとまったく同じである。このモデルが妥当するとき、同じ出身階層の教育達成を2つ
の集団 σロとGvで比較 した対数オッズ比は α ノ(τvk一 τ 醗)と なる。 α ノ=1であれば、
確かに両集団の違いは閾値にのみ依存することが分かる。
1R
9/k二Pr(Xgノ<τgk)=1+
exp[一 α ノ(τ ・k一 μ ノ)]
(8)
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最後 にS4の場合は、分布構造 、閾値構 造 と もに異 なるの だか ら、それぞれの集団 に個別 に閾
値モデルを当てはめ、その結果 を綜合す ればよい。いずれに して も、S1-S2-S4の系列 お よび
SrS3-S4の 系列 はパ ラメー タの一部 に制約 を施 しただけの違いであるか ら、閾値 モデルが適
合 している とい う条件 で尤度比検 定な どに より仮説 を系統 的に比較検討す ることがで きる。 さら
に、各 々の場合について α ノ=1の制約 を施 したモデル は α ノ≠1の 下位モ デル となる。
これに も、先 と同 じくイギ リスの例 を とりあげてみ よう。表3は 、He甑Mi皿s,&Robens(1992)
か らの もので、1973年と1985年の2時 点 で男女の最終学歴が比較 され てい る。単独 のクロス表 に
閾値モデル(α ノ≠1)を 当てはめてみる と、 κ2値は1973年の男子 で13.45、女子 で5.62、1985年
の男子で18.03、女子 でll.91とな り、残念 なが らすべてが 自由度2の κ2分布 における上側5%の 臨
界点5.99を下回るわけではない。 しか し、サ ンプル数の大 きさを考慮 して とりあえず このモデル
が妥当す るもの として話 を進め ることに しよう。
表32時 点の男女別最終学歴
1973年 1985年
1 H 皿 IV 1 H 皿 N
サービス階級 男 289 166 192 121 ㎜ 197 鍬 289
女 465 235 178 52 304 295 300 164
中間階級 男 553 142 133 64 362 153 248 91
女 720 161 111 23 487 194 176 42
労働者階級 男 ㎜ 253 256 68 1009 268 324 94
女 2546 214 122 14 1346 317 184 49
注)IVは大学 卒業 レベ ル相 当、 皿はGCE-Aレ ベ ル以上 で学位 の ない者 、HはGCE-Oレ ベ ル、1は 公 的な
教育資 格 を もたない者 、 とな ってい る。
出所)H鍼hetaL(1992),Table84より実 数 を求 め た。
S4が現実であるとすると、そのモデルの適合度は上に述べたように単独の分析結果を総合し
て、男子の場合がκ2=3玉48(4)、女子の場合がZ2=17.53(4)となる。これに対 してS2を仮定 したと
きの結果は、男子の場合がZ2幕32.71(8)、女子の場合がX2=24.22(8)となり、2時点で閾値のみが
スライドしたとみなしても結果に大きな違いのないことが分かる。実際、Dの 値をみても、男子
がα021、女子が0.018であるので、期待度数と観察度数の差は全体の1～2%程度に過ぎない。こう
したことか ら、この間の学歴構成 の変化は優位度分布における各階級の位置をそのままに して、
ただ単に定員構造が変わったためにもたらされたと推論できる。教育達成に関する最近の諸研究
(たとえばShavitandBlossfeld,1993)は、こぞって機会構造が不変であることを強調 しているが、
閾値モデルを用いれば、そうした仮説の当否をこのようにより直裁的な形で吟味することができ
る。
他方、男女を比較する場合は複数の可能性 を考えるのが現実的となる。たとえば、同じ出身階
層でも男女によって優位度分布が異なっており、それが共通の分割点で区切 られているとみた方
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がよいのか、それとも男女で同じ分布をもちながら、女子は男子 よりも高めの分割点で区切 られ
ているとみた方が よいのか。言うまでもなく、前者はS3の状況に、後者はS2の状況に対応 して
いる。前者が現実であるときは教育達成の優位度に男女差をもたらしている 「社会化過程」の何
らかの特徴が、後者が現実であるときは一方の性の教育機会を制限している 「選抜 ・配分過程」
の何 らかの特徴が、それぞれ応分の責めを負わなければならないだろう。
それぞれの表を単独で検討 してみると、 αノ≠1と しても αノ=1としてもほとんど違いがな
いので、より単純なモデルで比較してみることにする。図2が 、1973年と1985年についてその結
果をまとめたものである。上段の数値は1973年について、下段の数値は1985年について各モデル
の尤度比統計量を示したものである。括弧内の数値はモデルの自由度を表わす。
20562(8)
30.170(8)
29,265(10)蜘/＼
S4Sl
＼&/
72.975(10)
72.555(蓋0)
図22時 点における男女の閾値モデルの適合度
255929(13)
255,225(13)
(上 段1973下段1985)
1973年、1985年とも結果 は非常 によ く似 ている。 したが って、この間に男女間の機会構造 に著
しい変化 はなか った とみな して よいだろ う。 しか し、そ れ以上 に注 目され るのは、S3よ りもS2
の方がデータ との適合度 が よいこ とである。つ ま り、異なる分布 に同一の閾値が当てはめ られ て
いるとみるよ りも、同 じ分布 に異 なる閾値が当 てはめ られているとみた方が現実 に近い というこ
とだ。 したが って、先 の理屈 か ら教育達成 に関す る男女差 の原 因は よ り多 く選抜 ・配分過程の方
に求め られることになる。ただ し、 この間の閾値の低 下幅 は、{1/H,H/皿,IHIIV}の並びで、男
子の場合が}心83,{L71,豆68}、女子の場合が1一α92,一LO9,4.18}となるので、改善の気 配が ま
った くない とい うわけではない。 どの分割点で も女子の方 が閾値の下が り方 は大 きい。ただ、 そ
の進み具合が非常 に緩慢 なのである分。
5.まとめ
以上、教育達成の様子 を分析するのにカテゴリーの順序を生かした閾値モデルが有効であるこ
とを示してきた。 とりあげた例はイギリスのものに限られたが、わが国の場合 もおそらくこれに
似た傾向を観察することができるだろう。筆者は、戦後と言わず今世紀を通 じて教育達成の優位
度分布にはほとんど変化がないのではないかと予想 している。閾値モデルを用いれば、この仮説
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をより直裁的な形で検討することができるだろう。
もちろん、カテゴリー変数の潜在構造を捉えるにはこの他にもさまざまな方法がありえる。教
育達成の場合であれば、各々の移行を時間的に連続するものとみなし、それに応 じた段階的な閾
値モデルを組み立てることが現実的 となろう。心理学の世界でも、そうした段階的なアプローチ
が1980年代以降の研究を席捲 しているようだ6)。しか し、彼 らの方法はどこまでもパラメ トリッ
クなものであり、McC㎜が試みたような優位度分布それ自体を吟味するという関心はほとんど
みられない。研究の文脈が違えば展開が異なってくるのは当然と言える。社会研究を前提 とした
方法論的な検討や、わが国の現状分析については稿を改めて取 り組むことにしたい。
注
1)こ こでの分析に関連が深いものとして、S鋤 ㎞a(1969)のg欧dIe躍mωel、A舳ich(1978)の曲ngscale
mωd、Ma就els(1982)のp舗a1(獄血tmodelなどがある。ただし、心理学の世界では複数のテスト項目による潜
在能力の確定や、各能力水準での反応パタンの特定が問題となっている。
2)Bou(めn(1973)やThumw(lp75)における学歴i変数の扱い方、GambeUa(1987)に.よる教育選好分布の模擬図
など、教育社会学ではすでに十分馴染み深いものとなっている。
3)2階 微分の式はあまりに煩雑なのでここには示さないが、B㏄k(1975)には α∫=1としたときの尤度方程式
とフィッシャー情報行列(2階微分の負の期待値)が示されている。ただし、数式の記述に誤りがあるので
注意のこと。本稿に示した結果は筆者の作成したプログラムによる。
4)カ テゴリーの一部を合併してもパラメータが安定していることは、たとえば戦前の教育制度をその当時のカ
テゴリーで分析しても、戦後のカテゴリーに読み変えて分析してもほぼ同じ結果となることを示唆している、。
5)He舳らは、この間に労働者階級の女子における特別の不利益(性 と階級の相互作用)が解消されて、労働者
階級がもつ不利益と女子全体がもつ不利益とから付加的に解釈できる状態に変わったと述べている。しかし、
この結論はオッズ比の比較からもたらされた表面的なものである。閾値の発想から潜在構造にまで踏みこめ
ば、労働者階級の女子だけが特別なのではなく、女子全体の境遇が同様に改善されているとの結論になる。
6)序 列変数を扱ったもっとも一般的なモデルとしてMast幡(1982>のものがとりあげられ、さまざまな角度か
ら検討に付されている。
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AThresholdModelfbrAnalysingEducationalAttainment
Hiroyuk童KONDO
Thispaperpresentsameξhodfbranalysisoforderedcategoncaldata,basedontheconceptoft㎞・esh.
01d.ItassumesanunderlyingprocesswherescalarvaluesaledistribuIedcontinuouslyinthepopula-
tionofsu切ects,Thereareassumedtobecertainvaluesonthecontinuumcalledthresholds,andthe
responsecategoriescorrespondtotheinterva蓋sdefinedbythethresholdvaluesJtmeansthauhe
responseofagivens呵ectisdete㎜inedbytheintervalinwhichhis/herprocessvaluef訓1s.
Thisffameworkshouldapplyappropriatelytothedataofeducationalattainment,sinceameritocratic
selectionpresupposesscalarvaluesincandidates.Asanexample,weexaminetheEnglisheducational
data,whereweshowthatourmodell血gcanexplaintheassociationbetweenthesecondaryschool-type
andthestudent,sclassoriginverywell.Inaddition,weconsiderthewayofcomparinggroupsffom
thesamepointofview,andexaminethediff6renceinrecenteducationalattainmentofbothsexesin
Eng正and.
